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Existing methods for joint modeling are usually based on normality assumption of random 
effects and intra subject errors. We propose a joint model based on t distribution of the 
intra subject errors  to improve robustness of the estimation. Our model consists of two 
submodels: a mixed linear mixed effects model for the longitudinal data, and a generalized 
linear model for continuous/binary primary response. The proposed method is evaluated by 
means of simulation studies as well as application to HIV data.  





Salah satu pendekatan yang dilakukan untuk 
memodelkan hubungan antara peubah penjelas 
longitudinal dengan peubah respon skalar - yang 
dalam kepustakaan seringkali disebut primary 
endpoint - adalah pemodelan bersama (joint 
modeling). Pendekatan ini seringkali digunakan 
untuk memodelkan hubungan antara data 
longitudinal (sebagai peubah penjelas) dengan data 
daya tahan hidup (sebagai peubah respon), 
diantaranya dapat dijumpai dalam Henderson et al. 
(2000), serta Tsiatis dan Davidian (2004). 
Pemodelan bersama dengan respon primer berupa 
data biner diantaranya dapat dijumpai dalam Zhang 
dan Lin (1999), Li et al. (2004, 2007a, 2007b), 
serta Horrocks dan Heuvel (2009). 
Pendekatan paling popular untuk model 
bersama (joint model) adalah model berbagi 
parameter (shared parameter model). Prinsip 
umum dari pendekatan ini adalah penggabungan 
dua model, yaitu submodel-1 yang diasumsikan 
mengikuti model linier campuran (linear mixed 
model) - mungkin setelah ditransformasi - untuk 
memodelkan data longitudinal, serta submodel-2 
yaitu model regresi primer yang diasumsikan 
mengikuti model linier terampat (generalized 
linear model) untuk respon primer yang mengikuti 
sebaran keluarga eksponensial, atau model 
proporsional hazard untuk respon primer yang 
berupa data daya tahan hidup. Dalam pendekatan 
model bersama, peubah respon dalam model 
regresi primer bergantung pada kovariat 
longitudinal melalui pengaruh acak spesifik 
subyek. Dengan kata lain, pengaruh acak yang 
dihasilkan dari model campuran (submodel-1) 
menjadi peubah bebas pada model regresi primer 
(submodel-2). Namun karena pengaruh acak tak 
teramati, maka pendekatan naive dengan cara 
mensubstitusi langsung nilai dugaan OLS 
(Ordinary Least Squares) setiap subyek dari 
submodel-1 ke dalam submodel-2 sebagai peubah 
penjelas akan menghasilkan nilai dugaan parameter 
model regresi primer yang berbias, khususnya yang 
mengukur pengaruh kovariat longitudinal terhadap 
peubah respon primer (Zhang dan Lin 1999; Wang 
et al. 2000). Metode pendugaan parameter dalam 
pemodelan bersama umumnya menggunakan 
metode kemungkinan maksimum atau metode 
Bayes. 
Selama ini metode pendugaan parameter pada 
model bersama didasarkan atas asumsi bahwa hasil 
pengukuran longitudinal mengikuti model linier 
campuran dengan pengaruh acak dan galat intra-
subyek menyebar normal. Namun adakalanya 
asumsi kenormalan tersebut tidak terpenuhi. Dalam 
penelitian ini akan diterapkan pendekatan lain yang 
lebih kekar (robust) terhadap sebaran galat intra 
subyek yang tidak menyebar normal. 
Selama tiga dekade terakhir, sebaran peubah 
ganda t (multivariate t distribution) telah dikenal 
sebagai salah satu generalisasi yang berguna 
sebagai pendekatan kekar, terutama terhadap 
pencilan, misalnya dalam model regresi linier 
(Zellner 1976; Lange et al. 1989) dan model linier 
campuran (Pinheiro et al. 2001; Song et al. 2007; 
Wang & Fan 2010). Kotz dan Nadarajah (2004), 
serta Nadarajah dan Kotz (2008) menyatakan 
bahwa dibandingkan sebaran normal ganda, 
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sebaran peubah ganda t menawarkan alternatif 
yang lebih fleksibel berkaitan dengan sebaran data 
di dunia riil, karena mempunyai ekor yang lebih 
realistis. Dalam konteks pemodelan bersama 
dengan respon primer berupa data daya tahan 
hidup, pendekatan kekar terhadap pencilan dikaji 
oleh Li et al. (2009) dengan mengasumsikan galat 
intra subyek menyebar t-student.   
Penelitian ini bertujuan untuk (1) membuat 
formulasi model bersama dengan galat intra subyek 
menyebar t, (2) mengkaji penggunaan sebaran t 
untuk galat intra subyek sebagai pendekatan yang 
lebih kekar terhadap asumsi kenormalan melalui 
kajian simulasi. Kajian empiris akan diterapkan 
terhadap data kematian penderita HIV/AIDS yang 
dihubungkan dengan hasil pengukuran longitudinal 
jumlah sel CD4+ pasien beserta kovariat lainnya. 
 
 
MODEL BERSAMA DENGAN GALAT 
INTRA SUBYEK MENYEBAR t 
 
Misalkan Yi adalah peubah respon dari subyek 
ke-i, i = 1,2,…,n pada model regresi primer, Zi 
adalah vektor kovariat berdimensi px1, dan 
 merupakan kovariat 
longitudinal yang diukur pada mi titik waktu 
( . Yang menjadi perhatian adalah 
memodelkan pengaruh kovariat Zi dan trajektori 
dari kovariat longitudinal Wi terhadap peubah 
respon Yi. Data longitudinal pada submodel-1 
















Xij adalah vektor kovariat berdimensi qx1, bi  
adalah vektor pengaruh  acak , serta ij adalah galat 
intra subyek. Adapun  adalah parameter derajat 
bebas dari sebaran t-student yang bisa diduga, atau 
ditetapkan untuk penyederhanaan dan mengurangi 
beban komputasi. Jika Xij = (1, tij), komponen b0i 
dan b1i dari bi dapat diinterpretasikan sebagai nilai 
baseline dan laju perubahan X terhadap Y bagi 
subyek ke-i (Zhang dan Lin 1999). 
Sebaran bersyarat Yi|bi diasumsikan berasal dari 
sebaran keluarga eksponen (McCullagh dan Nelder 
1989) dengan nilaitengah E(Yi|bi) = i dan ragam 
)()|( 1i iii aYVar 
b , dimana  adalah 
parameter dispersi, ai merupakan pembobot prior, 
dan (.) adalah fungsi ragam. Pengaruh dari (Wi, 
Zi) terhadap Yi dimodelkan melalui (bi, Zi) 
menggunakan model linier terampat: 
2i1i0)( βbβZ  ig  
sedangkan g(.) adalah fungsi hubung. Lebih lanjut 
diasumsikan bahwa Yi dan Wi bebas bersyarat 
terhadap bi. Dalam hal ini inferensi terutama 
ditujukan terhadap parameter regresi  = (0, 1, 
2). 
Berdasarkan Model Berbagi Parameter (Shared 
Parameter Model), hubungan antara Wi dan Yi 
dimodelkan melalui fungsi kepekatan bersama 
f(wi,yi). Dengan asumsi Yi|bi dan Wi|bi saling 







Misalkan ),,( 2 Σηγ . Fungsi kemungkinan 





Untuk peubah kontinu yang menyebar normal, 
maka g(.) merupakan fungsi hubung identitas, 
sehingga 2i1i0i βbβZ   atau 
i2i1i0i bY  ββZ . Jika i ~ N(0,
2), 
maka bersyarat pada bi, Yi akan menyebar normal 
dengan nilaitengah 2i1i0i )|( βbβZb  iYE  
dan ragam 
2
ii )|Y(Var b . Dengan demikian 
secara lengkap fungsi log-kemungkinan bagi  = 


















































































   
Dengan mengambil nilai parameter  tetap, 
penduga parameter joint model dapat diperoleh 
dengan memaksimumkan fungsi log-kemungkinan 
di atas terhadap parameter  = (,), sedangkan  
= (0, 1, 2) dan ),,(
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Untuk melihat pengaruh pelanggaran asumsi 
sebaran normal dari galat intra subyek terhadap 
sifat-sifat penduga parameter model bersama, 
dilakukan kajian simulasi dengan kombinasi 
beberapa kondisi. Secara garis besar berikut adalah 
tahapan simulasi yang diajukan: 
1. Pembangkitan Data 
a. Ukuran contoh (subyek) ditetapkan 
sebesar n=100. 
b. Untuk data longitudinal pada submodel-1, 




ijijW  bX . Matriks 
Xij = (1, tij),  j = 1,...,mi, adalah fixed 
dengan mi = 4 untuk setiap i, diamati pada 
t = 1, 3, 6, 9. Pengaruh acak bi = (b0i, b1i) 
dibangkitkan dari sebaran bivariat normal 





b2  = var(b2i) = 2 dan cor(b1i, b2i) = r12 
= 0.7. Adapun galat intra subyek ij 
dibangkitkan dari tiga sebaran yaitu: (i)  
sebaran normal dengan nilai tengah 0 dan 
ragam 
2
 = 2, (ii) sebaran-t dengan 
derajat bebas 3 untuk mewakili sebaran 
yang berekor panjang (iii) sebaran 
lognormal untuk mewakili sebaran yang 
menjulur. 
c. Untuk submodel-2, data dibangkitkan 
mengikuti model , 
. Kovariat lain pada model 
di atas ditiadakan mengingat tujuan utama 
pemodelan adalah untuk mengetahui 
apakah ada hubungan antara profil 
longitudinal dengan peubah respon 
primernya, yang dalam hal ini diukur oleh 
parameter . Nilai parameter  ditetapkan 
sebesar (2,5) dan 2  = 2. 
2. Pemodelan dengan Model Bersama dan 
Pendugaan Parameter 
Data bangkitan dari kedua submodel pada 
butir (1) selanjutnya dimodelkan dengan 
model bersama f(Wij,Yi).  Untuk melihat 
pengaruh ketaknormalan galat intra subyek, 
maka ketiga sebaran galat intra subyek butir 
(1) akan dibandingkan bagaimana jika 
diasumsikan galat intra subyeknya menyebar 
normal dan t. Setiap kondisi simulasi 
dilakukan sebanyak R = 200 kali. 
3. Evaluasi dilakukan melalui kajian sifat-sifat 
dari nilai dugaan parameter meliputi rataan 


































Terdapat sepuluh parameter yang diduga dalam 
pemodelan bersama ini. Efek tetap pada submodel-
1 dilambangkan sebagai b10 dan b11, sedangkan 
pada submodel-2 dilambangkan sebagai b20, b21, 
dan b22. Adapun a11, a12, dan a12 masing-masing 
merupakan ragam intersep, peragam 
(intersep,slope), serta ragam slope dari submodel-
1. Berikutnya, s21 merupakan ragam galat intra 
subyek pada submodel-1, sedangkan s22 adalah 
ragam galat submodel-2.   
Ringkasan hasil simulasi untuk rataan bias 
relatif (ARB) disajikan pada Gambar 1 dan Tabel 
1. Dari Gambar 1 dapat dilihat bahwa bias ke atas 
yang sangat besar terjadi untuk parameter b21 dan 
s21 dari galat intra subyek yang berasal dari 
sebaran setangkup berekor panjang (t dengan db 3) 
yang diasumsikan normal. Demikian pula untuk 
parameter b22 bias ke bawahnya juga cukup besar 




Gambar 1. Grafik ARB (%) penduga parameter 
model bersama dengan galat intra 
subyek menyebar  normal, t, 
lognormal diasumsikan menyebar 
normal dan t 
Pendekatan dengan sebaran t memberikan hasil 
yang lebih baik dengan lebih kecilnya nilai ARB 
untuk parameter b21 menjadi 23.41% dari 
sebelumnya 157.07% jika menggunakan 
pendekatan normal. Demikian pula untuk 
parameter s21, terjadi penurunan bias dari semula 
191.84% untuk pendekatan normal menjadi -1.18% 
jika menggunakan pendekatan sebaran t. Hal yang 
sama juga terjadi pada parameter b22, dari nilai 
ARB semula -48.62% menjadi -7.51% (Tabel 1). 
Untuk sebaran yang menjulur (lognormal), 
pendekatan sebaran t memberikan bias yang lebih 
kecil untuk sebagian besar parameter dibandingkan 
pendekatan sebaran normal. Namun untuk 
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cukup besar jika menggunakan pendekatan sebaran 
t (Gambar 1 dan Tabel 1).  
Dari Tabel 1 dapat dilihat bahwa penduga 
parameter b21 berbias agak besar untuk semua 
sebaran, dan biasnya sangat besar jika sebaran 
asalnya t diasumsikan normal, demikian pula untuk 
penduga parameter b22. Untuk parameter s22, 
tetap menghasilkan nilai dugaan yang berbias 
kecuali jika sebaran asalnya normal dan 
dimodelkan normal. 
 Nilaitengah jumlah kuadrat (MSE) hasil 
simulasi disajikan pada Tabel 2. Kecuali untuk 
galat intra subyek dari sebaran t yang diasumsikan 
normal, secara umum nilai MSE untuk semua 
kondisi simulasi bernilai kecil, terutama untuk 
parameter efek tetap. Dapat disimpulkan bahwa 
pendekatan sebaran normal untuk sebaran simetrik 
yang berekor panjang memberikan nilai dugaan 
yang tidak stabil, terutama untuk parameter b21, 
b22, dan s21. 
 
 
Tabel 1.  Nilai ARB (%) penduga parameter model bersama dengan galat intra subyek 
menyebar  normal, t, lognormal diasumsikan menyebar normal dan t 
Sebaran normal t lognormal normal t lognormal 
Asumsi normal t 
a11 5.48 19.13 10.7 9.73 3.91 -6.58 
a12 12.82 19.38 -0.3 -5.79 -1.75 0.44 
a22 6.13 9.01 -2.67 -1.22 -0.52 -1.52 
b10 -4.84 -2.78 1.96 1.09 1.57 -35.88 
b11 -6.49 -4.51 2.17 1.08 0.48 1.04 
b20 -6.22 -4.24 1.87 1.1 0.28 -1.44 
b21 25.08 157.07 20.78 -10.11 23.41 11.96 
b22 -8.7 -48.62 -6.75 3.26 -7.51 -3.98 
s21 1.76 191.84 -3.27 -46.05 -1.18 -77.96 
s22 -0.56 -27.09 -21.65 10.23 -30.37 -17.79 
 
 
Tabel 2. Nilai MSE penduga parameter model bersama dengan galat intra subyek 
menyebar  normal, t, lognormal diasumsikan menyebar normal dan t 
Sebaran normal t lognormal normal t lognormal 
Asumsi normal t 
a11 0.29 2.74 0.65 0.32 0.53 0.16 
a12 0.27 0.76 0.08 0.09 0.11 0.07 
a22 0.18 0.37 0.09 0.08 0.09 0.09 
b10 0.06 0.1 0.03 0.04 0.04 0.15 
b11 0.05 0.06 0.02 0.02 0.02 0.02 
b20 2.48 2.6 0.87 0.82 0.82 0.84 
b21 1.14 246.08 1.74 0.2 1.52 0.21 
b22 0.78 122.61 1.12 0.15 1.05 0.14 
s21 0.05 19.96 0.05 0.86 0.05 2.45 
s22 1.85 2.88 1.35 0.43 1.39 0.38 
 
 
PENERAPAN PADA DATA KASUS HIV/AIDS 
 
Pemodelan bersama diterapkan terhadap hasil 
suatu percobaan klinis untuk membandingkan 
kemanjuran dan keamanan dua jenis obat 
antiretroviral dalam menangani pasien-pasien yang 
gagal atau tidak toleran terhadap terapi zidovudine 
(AZT). Percobaan melibatkan n = 467 pasien 
terinfeksi HIV yang terdiagnosa sebagai penderita 
AIDS atau memiliki jumlah sel CD4+ ≤ 300 per 
ml3 darah. Pasien dibagi secara acak untuk 
menerima salah satu dari dua jenis obat, yaitu 
didanosine (ddI) atau zalzitabine (ddC).  
Banyaknya sel CD4+ dicatat pada saat terlibat 
dalam studi (t = 0), dan kunjungan pada bulan ke 2, 
6, 12 dan 18, sehingga maks mi = 5. Data ini juga 
digunakan oleh Guo dan Carlin (2004) untuk 
pemodelan bersama data longitudinal dan data 
daya tahan hidup (waktu sampai terjadinya 
kematian) dari penderita HIV. Karena data 
longitudinal sangat menjulur ke kanan, dilakukan 
transformasi data sebelum analisis berikutnya. 
Transformasi akar dipilih untuk mengurangi 
kemenjuluran pola sebaran sekaligus untuk CD4+ 
menstabilkan ragam, juga karena datanya 
merupakan data cacahan. 
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Peubah respon biner pada submodel-2 adalah 
terjadinya kematian pasien pada saat penelitian 
(Death = 1, NoDeath = 0), sedangkan peubah 
penjelasnya adalah Drug (ddI = 1, ddC = 0), 
Gender (male = 1, female = -1), PrevOI (AIDS 
diagnosis at study entry = 1, no AIDS diagnosis = -
1), dan Stratum (AZT failure = 1, AZT intolerance 
= -1).  Untuk submodel-1, sebagai peubah 
responnya adalah banyaknya sel CD4+ pada t = 0, 
2, 6, 12, dan 18 bulan, sedangkan peubah 
penjelasnya sama dengan di atas ditambah 
pengaruh waktu. 
Data longitudinal hasil transformasi akar 
banyaknya sel CD4+ dalam submodel-1 selanjutnya 
dimodelkan sebagai model linier campuran dengan 
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Pada model di atas, galat intra subyek tidak 
dimodelkan mengikuti sebaran t, karena ukuran 
contoh yang cukup besar, dan hasil diagnostik 
terhadap sisaan menunjukkan pola yang menyebar 
normal. 
Selanjutnya peubah respon primer terjadi atau 
tidaknya kematian dalam masa studi untuk pasien 
ke-i dalam submodel-2 dimodelkan sebagai model 
linier terampat untuk respon biner (regresi logistik) 























Dalam pemodelan bersama, adanya hubungan 
antara  hasil pengukuran longitudinal dan peubah 
respon primer yang menjadi perhatian ditunjukkan 
oleh hasil uji terhadap parameter 1 dan 2 dalam 
submodel-2. Pada Tabel 3 terlihat bahwa kedua 
parameter 1 dan 2 berbeda nyata dengan nol pada 
α = 5%, artinya baik jumlah  sel CD4+ awal dari 
pasien (pada saat masuk dalam studi) maupun laju 
perubahannya per satuan waktu berpengaruh 
terhadap peluang kematian pasien. Nilai dugaan 
untuk 1 sebesar -0.2726 dengan selang 
kepercayaan 95% sebesar (-0.3624, -0.1828). 
Tanda negatif menunjukkan semakin banyak 
jumlah sel CD4+ awal dari pasien maka peluang 
terjadinya kematian pada pasien semakin rendah, 
dan sebaliknya. Adapun nilai dugaan bagi 
parameter 2 sebesar -3.9857 dengan selang 
kepercayaan 95% sebesar   (-7.2904, -0.6810), 
yang mengindikasikan bahwa semakin besar laju 
penurunan jumlah sel CD4+ pasien per bulan, maka 
peluang kematian pasien akan semakin tinggi. 
Ragam intersep yang nyata pada α = 5% 
dengan nilai dugaan ragam sebesar 15.8739 
menunjukkan adanya keragaman jumlah sel CD4+ 
antar pasien sewaktu masuk dalam studi, dengan 
keragaman berkisar  antara 13.5809 - 18.1670 pada 
taraf kepercayaan 95%.  Ragam slope juga nyata 
dengan nilai dugaan sebesar 0.02913, artinya laju 
penurunan jumlah sel CD4+ per bulan bervariasi 
antar pasien dengan keragaman berkisar  0.01739 - 
0.04086 pada taraf kepercayaan 95%. Terdapat 
korelasi negatif antara intersep dan slope, yang 
ditunjukkan oleh nilai peragam antara intersep dan 
slope sebesar -0.0918, atau korelasinya sebesar r = 
-0.315. Namun hasil pengujian tidak nyata pada α 
= 5%, yang berarti penurunan jumlah sel CD4+ 
antar pasien tidak dipengaruhi oleh jumlah sel 
CD4+ yang dimiliki sebelumnya (sewaktu masuk 
dalam studi).  
Peubah bebas yang berpengaruh nyata pada α = 
5% terhadap respon primer terjadi atau tidak 
terjadinya kematian pasien pada submodel-2 adalah 
Drug dan PrevOI, sedangkan peubah Gender dan 
Stratum tidak nyata. Nilai dugaan untuk koefisien 
Drug sebesar 0.4914 Nilai positif ini menunjukkan 
bahwa peluang kematian pasien yang 
menggunakan obat ddI lebih tinggi dibandingkan 
pasien yang menerima obat ddC. Nilai dugaan 
parameter PrevOI sebesar 0.9807, yang 
mengindikasikan bahwa pasien yang terdiagnosis 
AIDS pada awal studi mempunyai peluang 
kematian yang lebih tinggi dibandingkan yang 
tidak terdiagnosis AIDS.  
Nilai dugaan rasio odds untuk Drug sebesar 
exp(0.4914) = 1.635 dengan selang kepercayaan 
95% yaitu (1.026, 2.065), artinya dalam populasi 
kematian pasien terjadi antara 1.026 - 2.065 kali 
lebih sering di antara penerima obat ddI 
dibandingkan ddC. Demikian pula nilai dugaan 
rasio odds untuk PrevOI sebesar exp(0.9807) = 
2.666 dengan selang kepercayaan 95% yaitu 
(1.857, 3.828),  dengan kata lain pasien yang 
terdiagnosis AIDS pada awal studi memiliki resiko 
kematian antara 1.857 - 3.828 kali dibandingkan 
pasien yang tidak terdiagnosis AIDS. 
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Tabel 3. Nilai dugaan parameter model bersama beserta hasil uji dan SK 95% 
Parameter Estimate SE tValue Prob>|t| 95% CI 
Submodel-1       
Intercept (β01) 8.0164 0.3520 22.77 <.0001 7.3246 8.7082 
Time (β11) -0.1880 0.02163 -8.69 <.0001 -0.2305 -0.1455 
Time x Drug (β21) 0.01981 0.02929 0.68 0.4991 -0.03774 0.07736 
Gender (β31) -0.1367 0.3263 -0.42 0.6756 -0.7779 0.5046 
PrevOI (β41) -2.3410 0.2397 -9.77 <.0001 -2.8119 -1.8700 
Stratum (β51) -0.1349 0.2365 -0.57 0.5686 -0.5996 0.3297 
σ2bo 15.8739      1.1669     13.60      <.0001 13.5809     18.1670 
σbo,b1 -0.09188     0.06193     -1.48      0.1386      -0.2136     0.02982 
σ2b1 0.02913    0.005972     4.88      <.0001 0.01739     0.04086 
σ2 3.0501 0.1691 18.04 <.0001 2.7178 3.3823 
Submodel-2       
Intercept (β02) -1.0535 0.2829 -3.72 0.0002 -1.6094 -0.4975 
Drug (β12) 0.4914 0.2377 2.07 0.0393 0.02421 0.9586 
Gender (β22) -0.1625 0.2182 -0.74 0.4569 -0.5913 0.2663 
PrevOI (β32) 0.9807 0.1845 5.32 <.0001 0.6182 1.3432 
Stratum (β42) 0.1996 0.1446 1.38 0.1680 -0.08448 0.4838 
1 -0.2726 0.04571 -5.96 <.0001 -0.3624 -0.1828 
2 -3.9857 1.6817 -2.37 0.0182 -7.2904 -0.6810 
 
KESIMPULAN DAN SARAN 
Pendekatan kekar dalam penelitian ini 
dicobakan terhadap series data longitudinal yang 
pendek. Dalam kondisi ini, pendekatan kekar atas 
dasar sebaran t untuk galat intra subyek dalam 
pemodelan bersama memberikan hasil yang lebih 
baik (ARB dan MSE yang lebih kecil), terutama 
untuk parameter penghubung submodel-1 dan 
submodel-2. Untuk sebaran galat yang berekor 
sangat panjang, disarankan menggunakan 
pendekatan sebaran t daripada sebaran normal 
untuk memperkecil bias dan memperkecil ragam 
dugaan, terutama untuk data berukuran kecil. 
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